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Exercicen® 1 :

Soit 8 points de I’espace orthonormé (0;7; J; 1?) définis comme suit :
Alay; aq;aq)

B(ay + az;aq; 1)

Clay + az;aq + az; aq)

D(al; aq + ay; a’l)

E(ay;aq;aq + ay)

Flay + az;ag; 00 + ay)

G(ay + az;aq + azap + az)

H(ag; aq + az aq + ay)

Avec ay Fay,aq et a, € R.
1) Montrer que EG et HF sont orthogonaux

On calcule les coordonnées des vecteurs EG et HE. Ona:

EG = (xg — Xg} Yo — Vi Zg — Zg) = (a1+a2—a1;a1 +a, —ag;a; +a, — (a1+a2))
= (ay; a;0)

HF = (Xp — X3 Yr — Vi3 Zp — Zy) = (a1 +a,—a;a; — (a; +ay);a; +a, — (g + az))
= (ay;—ay;0)

Puis on calcule le produit scalaire de ces deux vecteurs. On a ainsi :
EG-HF = (az;az;0) " (ay;—az;0) =y X ay + a X (—a;) + 0x0=a2 —a2+0=0

Le produit scalaire de ces deux vecteurs est nul donc on en déduit que les vecteurs EG et HF sont
orthogonaux.

2) Montrez que EF et HG sont égaux

On calcule les coordonnées des vecteurs EF et HG. Ona :

EF = (Xp — Xg; Yr — Y 2 — Zg) = (0»’1 +a, —a; a0 —ag;a +a; — (g + 0‘2)) = (a; 0;0)
HG = (Xg — Xu; Y6 — Yui 26 — 2y) = (0»’1 +ay —apa;+a; —(ag+ax);ay +a;, — (ag + az))
= (azi 0; O)

Ces deux vecteurs ont les mémes coordonnées donc on en déduit que les vecteurs EF et HG sont égaux.

3) Que pouvez-vous en déduire a ce stade de la figure formée par EFGH ?

D’aprés la question précédente, on sait que EF = HG . Donc le quadrilattre EFGH est un
parallélogramme.

De plus, d’aprés la question 1, les vecteurs EG et HF sont orthogonaux. Donc les diagonales (EF) et
(HG) du parallélogramme sont perpendiculaires.

Ainsi le quadrilatere EFGH est un losange.

4) Soit | le milieu de [EG]. Montrez que I € (HF)

On calcule les coordonnées du point I milieu de [EG]. Ona:

I_(xE+xG Ve +Yg ZE+ZG)_<0(1+0(1+0(2 o +a; +ay a1+a2+a1+a2)
-\ 2 2 2 ) 2 ’ 2 ’ 2



201 +ay 201+ ay, 2aq4 + 2a, a, a,
:< 2 T 2 T 2 ):(“1+7;“1+7;“1+“2)

On calcule ensuite les coordonnées des vecteurs Hi et HE. Ona:
HF = (ay; —ay; 0) (D’apres la question 1)

— a, a
HI = (X; — Xp; Y1 — Yu; 21 — Zy) = <0-’1 +——apa+—=— (a1 +az); a0 +ay — (g +a2))

2 2

On remarque que Hi = % x HF donc on en déduit que les vecteurs HI et HE sont colinéaires avec un
point commun H. Par conséquent, les points H, | et F sont alignés et I € (HF).

5) Montrez que ||TH|| et ||TE || sont égaux

On calcule tout d’abord la norme ||m|| Ona:

2
7] = || = VG =7 + O = i) + 1 — 20)? =f(@) +(2) +o2

2 2
3 a§+a§_ s ay a2
T4 4 2 vz 2

On calcule ensuite les coordonnées du vecteur IE. Ona ;

— a, a,
IE = (xE_x[;yE — Y Zg _ZI) = <a1 _(al +_);a1 _(al +—);0(1 +0(2 - (0(1 +0(2)>

2 2

On en déduit alors sa norme ||7E||. On a ainsi :

ITE[| = /G —xp)? + (vp — yD)? + (25 — 2))? = \/(‘—) +

3 a%_l_a%_ as  a, a2
T4 4 2 vz 2

Par conséquent les normes ||TH|| et ||7E|| sont égales.

6) Que pouvez-vous déduire de la nature de EFGH pour tout a, et a, € R* ?

On en deduit que EFGH a ses diagonales (qui sont déja perpendiculaires d’aprés la question 1, et ont le
méme milieu car EFGH est un parallélogramme d’aprés la question 3) de méme longueur.

Les diagonales du quadrilatere EFGH ont donc la méme longueur, se coupent en leur milieu et sont
perpendiculaires. On en conclut ainsi que EFGH est un carré.



7) Que déduisez-vous du quadrilatere ABCD ?

11 suffit d’adopter le méme raisonnement que précédemment.
Tout d’abord, on calcule les coordonnées des vecteurs AC et BD. On a:

AC = (Xc —xX039c —Yas2c — za) = (ay + @y —ag; a1 +ap — ag; 00 — aq)

= (az;a;;0)

BD = (xp —xp;¥p — ¥p; Zp — zp) = (a1 — (a1 + az); a0 + @z — ag; 1 — aq)
= (—ay; a3;0)

Puis on calcule le produit scalaire de ces deux vecteurs. On a ainsi :
AC-BD = (az;a0)  (—aza0) =a, X (—ay) +ay Xa, +0x0=—a2+a2+0=0

Le produit scalaire de ces deux vecteurs est nul donc on en déduit que les vecteurs AC et BD sont
orthogonaux.

On calcule les coordonnées des vecteurs AB et DC. Ona:

AB = (xB —Xa;YB —YasZp — ZA) = (a1 +a; —a;; a0 — a1 — a1) = (az; 0;0)
DC = (x¢c —xp;¥c—Yp;2c —2zp) = (an + ay —ag; a1 + a; — (@ + az); a1 — aq)
= (a;0;0)

Ces deux vecteurs ont les mémes coordonnées donc on en déduit que les vecteurs AB et DC sont égaux.

On a AB = DC donc ABCD est un parallélogramme. Or ses diagonales (AC) et (BD) sont
perpendiculaires (puisque les vecteurs AC et BD sont orthogonaux), donc ABCD est un losange.

Soit J le milieu de [AC]. On calcule ses coordonnées :

]_(xA+xC Ya+Ye ZA+ZC)_<a1+a1+a2 a, +a; +a, a1+a1)

2 2 72 2 ’ 2 T2
(2ot ap 200+ ap 205\ a; a,
- (P T s (@ S i)

On calcule ensuite les coordonnées des vecteurs DJ et DB. On a:

— a a

D] = (x; —xp;y; —¥pi2zy — 2p) = (a’l +72—0!1;0!1 +72—(0£1+a'2);a1—a1)
(%)

N2 27

DB = (xg — Xp;¥YB — YpiZB — zp) = (a1 + a; —ag; a0 — (o + @p); 1 — ay)
= (ay; —ay; 0)

On remarque que D] = % x DB donc on en déduit que les vecteurs DJ et DB sont colinéaires avec un
point commun D. Par conséquent, les points D, J et B sont alignés et ] € (DB).

Enfin, on calcule les normes ||DJ|| et ||4/]|. On a ainsi :

1D/l = \/(XJ —xp) +(y—y0) + (- 2) = \/(%)2 + (_%)2 +0°



2 az 0(2\/_
2

On calcule ensuite les coordonnées du vecteur A_f. Ona:

— a a

A] = (XJ—xAiYJ—)’AiZ]—ZA) = (Of1 +72—0£1;a1 +72—a1;a1—a1)
= (%2,%2,)

“\272

On en déduit alors sa norme ||4/||. On a ainsi :

Pl = o5+ Oy + 2 = (2 + (2 +o

FA-

Par conséquent les normes ||DJ|| et ||A/|| sont égales.

On en déduit que le quadrilatéere ABCD a ses diagonales (qui sont déja perpendiculaires et ont le méme
milieu car ABCD est un parallélogramme) de méme longueur.

Les diagonales du quadrilatere ABCD ont donc la méme longueur, se coupent en leur milieu et sont
perpendiculaires. On en conclut ainsi que ABCD est aussi un carre.

A partir de maintenant nous avons a; = 0.
De plus on considére que si AE = BF alors AE = BF = CG = DH

8) Montrez que AE et BF sont égaux

Avec a; = 0, les points A, B, E et F ont pour coordonnées :

A(0;0;0)

B(a,; 0;0)

E(0;0; a3)

F(ay;0;a3)

On calcule alors les coordonnées des vecteurs AE et BE. On a ainsi :

@ = (xg —x4; Vg —Va; 2 — 24) = (0—=0;0 — 0; a2, — 0) = (0; 0; )
BF = (xp —xp;Yr — Yp; Zr — 2zp) = (@3 —a3;0 — 0; a2, — 0) = (0; 0; )

Ces deux vecteurs ont les mémes coordonnées donc on en déduit que les vecteurs AE et BF sont égaux.
9) Montrez que ||AE|| et ||AB|| sont égaux
On calcule tout d’abord la norme ||E|| Ona:

”ﬁ” = \/(XE —x4)%+ (Vg —ya)? 4+ (zg —z4)% = /02 + 0% + a2

= /a5 = a, (Car une longueur est toujours positive ou nulle)

On calcule ensuite les coordonnées du vecteur AB. Ona:



E=(XB_XA;yB_yA;ZB_ZA)=(a2_0;0_0;0_0)=(a2;0;0)

On en déduit alors sa norme ||AB||. On a ainsi

JAB]| = /G — %207 + s = 32V + G — 2 = a2 + 02 + 02

= ,/as = a, (Car une longueur est toujours positive ou nulle)

Par conséquent les normes ||AE || et ||AB|| sont égales.

10) On considére que AE et EF sont orthogonaux. Que déduisez-vous sur la nature de la figure
ABCDEFGH ?

Les vecteurs AE et EF sont orthogonaux donc les droites (AE) et (EF) sont perpendiculaires. De plus,
d’aprés les questions 6, 7 et 9, ||AE|| = ||AB|| et les quadrilatéres ABCD et EFGH sont des carrés.
Par conséquent, la figure ABCDEFGH est un cube.

Exercice n® 2 :
Partie A :

SoitP, = 4" +5
Démontrez que quel que soit n € N*, P, est un multiple de 3

On démontre par un raisonnement par récurrence que quel que soit n € N*, B, est un multiple de 3.

Initialisation : n =1
P, =4 +5 =445 =9 qui est bien un multiple de 3 (Car 9 = 3 x 3)
La propriété est donc vraie au rang n = 1.

Héréditeé :

On suppose que la propriété est vraie pour un certain rang n, on démontre qu’elle est aussi vraie au rang
suivantn + 1.

Autrement dit, on suppose que P, = 4™ + 5 est un multiple de 3, on démontre que P,,; = 4™*! + 5 est
aussi un multiple de 3.

Onaalors:

L

& Ppyq = 4" X4+ 5 (Car 411 = 4™ x 4)

& P =4"%X4+5%x4—5x%x4+5 (En ajoutant et soustrayant 5 X 4 = 20)
&P =@"+5)x4—-20+5

& Ppyy =P, x4—15

Or, par hypothese de récurrence, P, est un multiple de 3. Donc P, X 4 est aussi un multiple de 3.
De plus, 15 est évidemment un multiple de 3 (car 15 = 3 X 5)
Par conséquent, par différence de deux multiples de 3, P,,,; = 4™+ + 5 est un multiple de 3.

On conclut alors d’apres le principe de récurrence que quel que soitn € N*, P, est un multiple de 3.



Partie B :

Soit U,, définie sur N* par :

U1 ::1

U _ n U + 3n+6
T2+ " 2(n+ 1)

1) Démontrez que quel que soitn € N*, ona U, < 3
On démontre par un raisonnement par récurrence que quel que soitn € N*, ona U, < 3.

Initialisation : n =1
U1 == 1 < 3
La propriété est donc vraie au rang n = 1.

Héreédite :

On suppose que la propriété est vraie pour un certain rang n, on démontre qu’elle est aussi vraie au rang
suivantn + 1.

Autrement dit, on suppose que U,, < 3, on démontre que U,,+; < 3.

Onaalors:

n 3n+6
2(n+1) ™ 2(n+1)

Uny1 =

3n 3n+6
2(n+1)  2(n+1)

Upsyq < (D’apres I’hypothése de récurrence U,, < 3)

3n+3n+6
2(n+1)

& Upyr <

6n+6

= Uni1 <3G

6(n+1)
2(n+1)

& Upyr <

o Up1 <3
On conclut alors d’apreés le principe de récurrence que quel que soitn € N*, U,, < 3.
2) Etudiez le sens de variation de (U,,)

On doit étudier le signe de la différence U,,,; — U,. On aainsi :

n 3n+6
U —-U, = —
n+l T om+) T 2(m+1) n
n 2(n+1) 3n+6

200U~ 2t Un + 2D (En réduisant au méme dénominateur)

_ n-2n-2 3n+6 _ -n—2 3n+6
T 2(m+1) M 2(n+1) . 2(n+1) T 2(n+1)

-n-2 3n+6 . . .
= U — Uy, > 2t D) X 3+ 2t D) (Car d’apres la question précédente U,, < 3)

-3n—6 , 3n+6 _ 3n+6-3n—6
2(n+1) @ 2(n+1)  2(n+1)

Uy —U, >



SUpy —Uy, >0 Upypy > Uy,
On en déduit que la suite (U,,) est strictement croissante.
3) Calculer la limite de (U,,)

La suite (U,,) est une suite croissante et majorée (par 3), donc elle converge vers une limite que 1’on
note [.
On en déduit alors que si lim U, = [, alors hm U,+1 = L. On détermine alors sa limite en résolvant

n—-+o

I’équation suivante :

=" 4 3MHE _ 3n+6 2nt), _n — 3nt6
) 2(n+1) 24D 7 T 24D T 2(4) T 24D T 2(nt)
ZA2TR o 1= 2+ (En réduisant au méme dénominateur)
2(n+1) 2( +1)
PN n+2 _ 3n+6
2n+) 77T 2(n4)

S Mm+2)xl=3n+6(Avec 2(n+ 1) # 0 carn € N* doncn # —1)
Snm+2)xl=3n+2)
& [ =3 (Avecn+ 2 # 0carn € N* doncn # —2)

On en conclut alors que lim U, =3

n—-+oo
4) Soit (V},) la suite définie sur N* par V,, = n(3 — U,)
a) Déterminez la nature de cette suite

Par définition de la suite (1},), on a:

Vn+1:(n+1)(3_Un+1):(n+1)[3_( 5 Un + 3"+6)]

2(n+1) ™ 2(n+1)

_(n+1)( U, +3— 3’”6) (n +1)(

6(n+1)—-(3n+6)
2(n+1) 2(n+1) U + )

2(n+1) 2(n+1)

—(n+1)( U, +6”+6_3”_6)—(n+1)( Uy + —= )

2(n+1) 2(n+1) 2(n+1) " 2(n+1)

3n 1
—=U,+—==-xn(3-U,) =

xV
2 ) "

NID—\

On en déduit alors que la suite (1},) est géométrique.

b) Précisez sa raison et calculer V;

La suite (1) est géométrique de raison g = % d’aprés la question précédente.
Son premiertermeest/; =1x (3—-U;) =1x(B3-1)=1x2=2

c) Exprimez (V},) puis (U,,) en fonction de n

Pour tout entier n € N*, ona:
1 n-1
=V xqrt=2x(2)



Or pour tout entiern € N*, ona:
,=n(3-U,) ©V,=3n—nU, ©nlU, =3n—-1,

=3Tl_Vn=3_ﬁ=3_2X(%)n '

< Un n n n
=z 1\ 1 1 1
o U,=3- ZT (En remarquant que 2 = 2* et donc 2 x (5) =21 x e 2n_z)
1
SUn=3-15 72

d) Calculez la limite de (U,,)

Ona: lim nx2"?2 = 4o donc lim =0

n-+oo N—+oo NX2M2

Finalement, on en conclut que HT U, = 3 — 0 = 3 ce qui corrobore le résultat de la question 3.
n—+0oo

Exercice n°® 3 :

Partie A :

Soit une agence de location ayant un parc de 18 voitures.

10 voitures sont systématiquement louées a des clients réguliers.

La loi de probabilité du nombre de voitures louées par jour (nommée X) est donnée par le tableau
suivant :

X P(X =x;)
11 0,10
12 0,17
13 0,27
14 0,25
15 0,12
16 0,05
17 0,03
18 0,01

1) Déterminez 1’espérance du nombre de voitures louées par jour.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de voitures louées par jour.
L’espérance mathématique de X est donnée par la formule :

18
E(X) = Z xX; X P(X = Xi)

i=11
=11x%x0,10+12x%x0,17+13x 0,27 +14 x 0,25+ 15 % 0,12+ 16 x 0,05+ 17 x 0,03 + 18 X
001=11+204+351+35+18+08+0,51+0,18=13,44
2) Déterminez I’écart type associé (3 décimales)

On calcule tout d’abord la variance mathématique de X qui est donnée par la formule :

V(X) = EX?) - (E(X))2 =Y 2 xP(X =x;) — (E(X))2 (Formule de Koenig-Huygens)



=112 % 0,10 + 122 x 0,17 + 132 X 0,27 + 14% x 0,25 + 152 x 0,12 + 162 X 0,05 + 172 X
0,03 + 182 x 0,01 — 13,442

=121x0,10 + 144 x 0,17 + 169 x 0,27 + 196 x 0,25 + 225 x 0,12 + 256 x 0,05 + 289 X
0,03 +324 x 0,01 — 180,6336

=12,1+ 24,48 + 45,63 +49 + 27 + 12,8 + 8,67 + 3,24 — 180,6336

= 182,92 — 180.6336 = 2,2864

Puis on en déduit I’écart type, qui est égal a la racine carrée de la variance. Ainsi :
a(X) = V(X) =+/2,2864 =~ 1,512 (Arrondi a 3 décimales pres)

L’agence a 300 € de frais fixes par jour et sa marge par véhicule loué est de 20 €.
3) Calculez le bénéfice quotidien espéré.

Le bénéfice quotidien espéré est la différence entre la recette quotidienne espérée et les colts quotidiens.
Ainsi :

Bénéfice quotidien espéré = Recette quotidienne espérée — Colts quotidiens

= E(X) x 20 — 300 = 13,44 x 20 — 300 = 268,8 —300 = —31,2 €

On en déduit qu’en moyenne, 1’agence perd 31,20 € par jour.

4) Est-ce que ’agence est rentable ? Si non, déterminez de combien elle devra augmenter ses tarifs pour
étre stire de ne pas perdre d’argent chaque jour.

Puisque le bénéfice quotidien espérée est négatif, on en déduit que 1’agence n’est pas rentable.
Soit x le montant supplémentaire a ajouter a la marge pour obtenir un bénéfice positif.

On souhaite alors 1’inéquation suivante :

Bénéfice quotidien espérée > 0 < 13,44 X (20 +x) —300 >0
& 268,84+ 13,44x —300 >0

© 13,44x—-31,22>0

< 13,44x = 31,2

31,2
S x>——=232¢€
13,44

On en déduit qu’il faut augmenter la marge de 2,33 € pour que I’agence soit rentable (et non pas de 2,32
€ méme si 2,32 est plus proche de 2,321 que de 2,33).

En effet :

Avec une marge augmentée de 2,32 €, on obtient un bénéfice de 13,44 x 22,32 — 300 = —0,0192 €
soit encore —1,92 centime d’euro < 0.

Tandis qu’avec une marge augmentée de 2,33 €, on obtient un bénéfice de 13,44 x 22,33 — 300 =
0,1152 € soit encore 11,52 centime d’euro > 0.

Partie B :

Dans une féte foraine, un organisateur dispose de 2 sacs de 30 boules chacune.

Les boules sont indiscernables au toucher et ont la méme probabilité d’étre tirées.

Le S; sac numéro 1 comprend 27 boules blanches et 3 boules rouges.

Le S, sac numéro 2 comprend 21 boules blanches et 9 boules rouges.

La régle du jeu est la suivante :

- Le joueur mise 1 € et tire une boule dans le S; qu’il remet ensuite dans le S;.

- Si la boule est rouge alors le joueur tire une boule dans le S, et note la couleur et s’arréte 1a.
- Si la boule est blanche il tire une boule dans le S; et note la couleur et s’arréte 1a.



Soit A et B les événements :
A : « Les deux boules tirées sont rouges »
B : « Une seule des boules tirées est rouge »

1) Déterminez p(A) et p(B) (Vous pourrez vous aider d’un arbre pondéré)

On pose les événements suivants :

R; : « La premiére boule tirée est rouge »
B; : « La premiére boule tirée est blanche »
R, : « La seconde boule tirée est rouge »
B, : « La seconde boule tirée est blanche »

On a donc ’arbre pondéré suivant correspondant a la situation :

j— Y

/ \Bz—fhﬂﬂz
\ VRZ Pu R
S~

- P y— B,NB,

D’apres la formule des probabilités conditionnelles, on a ainsi :

p(4) = p(Ry N R;) = p(Ry) X Pr, (R;) = 15X 15 = 105 = 0,03

10 100
D’autre part, comme les événements R, et B; forment une partition de I’univers Q, on a d’aprés la
formule des probabilités totales :

(B) = (Rl N B;) +p(By N Rz) = (Rl) X Pg, (B2) + p(By) X Pg, (R;)
==X THZx—=p =2 =016
10 10 100 100 100
Si deux boules obtenues sont rouges alors le joueur regoit 10 €, si une seule boule est rouge il regoit 2 €
sinon il perd sa mise.
X désigne alors la variable aléatoire égale au gain algébrigue du joueur.

2) Déterminez la loi de probabilité de X.

Tout d’abord, les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : —1 (Le joueur perd sa mise de départ) ;
2 — 1 =1 (Si une seule boule est rouge) et 10 — 1 = 9 (Si les deux boules sont rouges).

Onaainsi :

p(X =9) =p(4) =0,03

p(X =1) =p(B) =0,16

p(X=-1)=1-p) —p(B)=1-10,03—-0,16 = 0,81

D’ou le tableau :

X -1 1 9
pX =x;) 0,81 0,16 0,03




Anoterque:p(X =-1)+pX=1)+p(X=9)=0,81+0,16+0,03 =1.
3) En déduire I’espérance mathématique de X. Qu’en déduisez-vous ?
L’ espérance mathématique de X est donnée par la formule :

EX)=YxixpX=x)=-1x081+1x0,16+9 x 0,03
=-0,81+0,16 +0,27 =-0,38<0

L’espérance mathématique de X étant négatif, on en déduit alors que le jeu est défavorable au joueur.
Soit n un entier naturel supérieur a 2, le joueur décide de jouer n parties consécutives et indépendantes.

4) Démontrez que la probabilité p,, qu’il pioche au moins une fois dans le sac S, est de la forme p,, =
1 — a™. Vous déterminerez a.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que le joueur pioche dans le sac S,.
Il s’agit de n répétitions identiques et indépendantes (car n parties consécutives et indépendantes) d’une

épreuve de Bernoulli de paramétre p = p(R;) = %

Or la probabilité que le joueur pioche au moins une fois dans le sac S, est égale a 1 — la probabilité
gu’il ne pioche aucune fois dans ce sac.

Ainsi, la probabilité qu’il ne pioche pas dans le sac S, estégaleal —p =1 — % T

n
Et par conséquent:p, =p(Y 21) =1-p(Y=0)=1— (1%) =1—a" (Avec a = 1%)

5) Quelle est la plus petite valeur de I’entier n pour laquelle p,, > 0,9 ?
Onaainsi :

Py >09 & 1— (%)n >09 o (%)n <1-09 & (1’;0)" <01

< n x In(0,9) < In(0,1) (Car la fonction logarithme népérien est strictement croissante et que pour
tout réel a strictement positif et tout entier naturel n non nul : in(a™) = n x In(a))

0L 21,85 (Car (n(0,9) < 0, en effet 0 < 0,9 < 1, donc I"inégalité change)

en = m(0,9)

Par conséquent, la plus petite valeur de I’entier n pour laquelle p,, > 0,9 est I’entier naturel strictement
supérieur a 21,85, soit encore n = 22.

Exercice n®4 :

1) Résolvez I’inéquation (et non pas inégalité comme le sujet le sous-entend...) suivante :
In(x? — 5x — 14) > In(2x?> — 10x + 8)

Tout d’abord, on doit déterminer I’ensemble de définition des 2 membres de I’inéquation.
Membre de gauche :

In(x? — 5x — 14) est défini pour x> — 5x — 14 > 0

On calcule son discriminant A. On obtient :

A=(=5)2—-4x1x(—14) =25+ 56 = 81 = 92 > 0. Donc deux racines qui sont :

5-v81 5-9 -4 5+v81 5+9 14
= = =7=—2etx2= > =—=7=7

X1

2 2



Le polynéme est du signe de a = 1 > 0 a I’extérieur des racines et de —a = —1 < 0 a I’intérieur.
Ainsi In(x? — 5x — 14) est défini sur I’intervalle | —oo; —2[ U ]7; +oo].

Membre de droite :

In(2x? — 10x + 8) est défini pour 2x? — 10x +8 > 0

On calcule son discriminant A. On obtient :

A=(-10)2-4x2x8=100— 64 =36 = 6> > 0. Donc deux racines qui sont :

X _10—\/%_10—6_3_1etx _10+x/ﬁ_10+6_£_4

17 ox2 7 4 T4 27 o2x2 T 4 T a4 T

Le polynéme est du signe de a = 2 > 0 a I’extérieur des racines et de —a = —2 < 0 a I’intérieur.
Ainsi [n(2x? — 10x + 8) est défini sur ’intervalle |—co; 1[ U ]4; +oo].

Par conséquent, on doit résoudre I’inéquation sur I’ensemble le plus restrictif, soit encore pour :
X € |—0; —=2[ U ]7; +00|.

On résout a présent I’inéquation. On a ainsi :

In(x? —5x — 14) > In(2x? — 10x + 8)

& x? —5x — 14 > 2x? — 10x + 8 (En passant par I’exponentielle qui est strictement croissante)
©2x2—-10x+8—x2+5x+14 <0

©x?—-5x+22<0

On calcule de nouveau le discriminant A. On obtient :
A=(-5)2—-4x1x%x22=25-88=-63<0.

Donc le polyndme n’admet pas de racine réelle et est du signede a = 1 > 0.
Il est donc impossible que x? — 5x + 22 < 0.

Par conséquent, I’inéquation In(x? — 5x — 14) > In(2x? — 10x + 8) n’admet pas de solution et S =
@.

2) Déterminez une primitive de la fonction suivante :
k(x) = 6sin(2x)cos3(2x) sur R

Tout d’abord, les fonctions x ~ sin(2x) et x = cos®(2x) sont continues sur R, donc par produit de
fonctions continues sur R, la fonction k est continue sur R.
De ce fait, elle admet bien une primitive sur R.

k est de la forme u’ x u™ avec u(x) = cos(2x) donc u'(x) = —2sin(2x) etn = 3.
Or une primitive d’une fonction de la forme u’ x u™ est nl? x i

En remarquant que k(x) = 6sin(2x)cos®(2x) = —3 x (—2sin(2x)) x cos®(2x) , on en déduit
gu’une primitive de k est :
K(x) =-3x ﬁ x cos3t1(2x) +C = —%cos‘*(Zx) + C (Avec ¢ une constante réelle)

3) On considere la fonction f définie par : f(x) = In(x) — x
a) Etudiez les variations de f sur [1; +oo[

Comme les fonctions x = [n(x) et x — x sont dérivables sur [1; +oo[, par différence de deux fonctions
dérivables sur [1; + oo, f est bien définie et dérivable sur [1; +oo].
On aainsi :

f'(x) = %— 1= t—xpourtoutx € [1; 4o



On dresse alors le tableau de variations de f :

xT 1 —+ o
1—a —
xT =+
flx) —
—1
f
—o0

On en déduit alors que f est strictement décroissante sur [1; +ool.
De plus,ona:
f)=mm1)-1=0-1=-1

flx) =In(x) —x =x(@—1)

n(x)

Or, d’apreés le théoréeme des croissances comparées, lim =0, ainsi :

X—+00

. T In(x)
x1—1>r4¥1w f(x) - xl—1>r-|l:loo x ( X

—1) =400 x (0—1) =+ x (=1) = —o

b) Déduisez que pourtoutx > 1ona:0 < In(x) < x

D’une part,ona:
x =1 < In(x) = In(1) (Car la fonction logarithme népérien est strictement croissante)
S 0 < In(x)

D’autre part, d’apres le tableau de variations de f, on en déduit que f(x) < —1
Or f(x) < -1 < In(x) —x < —1 (En remplagant f(x) par son expression)
& In(x) < x — 1 (En ajoutant x des deux cotés de I’inégalité)

En remarquant que x — 1 < x, on obtientalors que : [n(x) <x—1<x
Finalement : pourtoutx > 1ona: 0 < In(x) < x

In(x) 1
2x < Vx

c) Prouvez alors que pourtoutx > 1ona: 0 <

D’apres la question précédente, pour toutx = 1ona: 0 < In(x) < x
On pose u = +/x, ainsi on obtient avec u > 1 (Car x > 1 par hypothése) :

0<in(w) <ue0<in(vx) <vx
©0< %ln(x) <x (Car in(+x) = In(x"/?) = %ln(x))

©0< %ln(x) < \/7} (En divisant par x = 1 donc > 0)
In(x) \/_E Vx 1

1
= <FCT=F%F=7
. In(x)
d) Calculez alors lim ——=
xX—>+0 X
D’apreés la question précédente, ona : pour toutx > 1,0 < o) oL

2x Vx



or lim — J%.O = 0, on en déduit, d’apres le théoreme des gendarmes, que : lim e _ o

x—>+oo\/§ x—+o0 2X

Finalement, onaainsi : lim 2% = Jim 1x2% — 0. poy: lim 2& -0

x—+00 2X x—+00 2 X x—+00 X 1/2

0

4) Soit les intégrales définies par :
I = f:exsin(x)dx etl = f:e"cos(x)dx

a) Démontrez que I = —J etaussiquel =] +e™ + 1

Tout d’abord, les fonctions x = e*sin(x) et x = e*cos(x) sont bien continues sur I’intervalle [0; 7]
(car produits de fonctions continues sur ce méme intervalle). Par conséquent, les intégrales I et | existent
et sont bien définies sur [0; ].

Par ailleurs, les fonctions x — e* et x ~ sin(x) sont bien dérivables sur I’intervalle [0; ] et leurs
dérivées respectives x — e* et x - cos(x) sont bien continues sur ce méme intervalle. Par conséquent,
on peut effectuer une premiére intégration par parties dans /. On obtient :

u(x) = sin(x) donc v’ (x) = cos(x) en dérivant
v'(x) = e* donc v(x) = e* en intégrant

Ainsi :

I = [u@) x v)IE - [ w' () X v(x)dx

= [sin(x) x e*]|§ — f: cos(x) x e*dx = [e* x sin(x)]§ — fonexcos(x)dx
e™ x sin(mw) —e® x sin(0) —J

e"™x0—-1x0—7J

=-J

Par un raisonnement analogue, en faisant une seconde intégration par parties dans I’intégrale I, on
obtient :

u(x) = e* donc u’'(x) = e* en dérivant

v'(x) = sin(x) donc v(x) = —cos(x) en intégrant

Ainsi :

I = [ulx) x v(x)]§ — f: u'(x) x v(x)dx

= [ex X (—cos(x))]z — f:ex X (—cos(x))dx = [—e* X cos(x)]§ + f: e*cos(x)dx
= —e™ X cos(m) — (—e® x cos(0)) +]

=—e"x(-1)—-(-1x1)+]J
=/+e"+1

b) Vous en déduirez les valeurs exactes de I et de J

D’apres les deux égalités obtenues a la question précédente, on obtient un systéme de deux équations a
deux inconnues I et :

I=-] I=—J 1=~ ==
{I=J+e”+1®{—]=1+e"+1‘:’{2]=—e”—1‘:’{]=‘e Lot

e™+1
2
e™+1
2

I =
=

J=-




e™+1 e™+1
et/ =—
2 ] 2

Finalement, on obtient: [ =

Exercice n®5:

Dans le plan IT muni d’un repére orthonormal (0; ey; e5), un point mobile M a une position a I’instant
t ainsi définie :
Le vecteur vitesse s’exprime en fonction de t par : ¥(t) = e'e; +

et—>

€5.
1+et 2

1) A I’instant t = 0, les coordonnées de M sont (2; in(2)).
Déterminez en fonction de ¢ : les coordonnées (x(t); y(t)) du point mobile M.

t
On intégre les composantes du vecteur vitesse v(t) = e‘e; + ﬁ'e‘; par rapport au temps t pour

obtenir le vecteur position OM(t). Ainsi :
OM(t) = [B(t)dt = efe; + C; + In(1 + e%) &, + C, (Avec C; et C, deux constantes réelles &
déterminer)

Or on peut déterminer les constantes C, et C, a partir des coordonnées du point M a I’instant t = 0 qui
sont (2; In(2)). Ainsi :

x(0)=2=2e’+C,=21+C, =2 =2-1C =1
y0)=mmR2)=m1+e)+C =)o n(1+1)+C, =In2) © n(2) +C, = In(2)
SC=mnR2)-R2)eC,=0

Et finalement : x(t) = et + 1 et y(t) = In(1 + et)

2) Démontrez que la trajectoire est une partie, a préciser, de la courbe d’équation y = In(x)
D’apres les résultats de la question précédente, on en déduit que :

x(t) =et+1

y(t) = In(1 + %) = In(et + 1) = In(x(1))

L’instant t = 0 est la plus petite valeur prise par t qui représente le temps, ainsi t € [0; +oo].
Or x(t) = et + 1, donc la plus petite valeur prise par x(t) estx(0) =e®+1=1+1=2.

Ainsi, la trajectoire est la partie de la courbe d’équation y = In(x) qui va de x = 2 a I’infini, soit
encore la portion de la courbe du logarithme népérien sur I’intervalle [2; +oo.

3) Calculez le vecteur accélération a(t)

Par définition, le vecteur accélération est égal a la dérivée par rapport au temps t du vecteur vitesse.
Ainsi :

_ d - d( t—s
a(t) =—=wv() = —(etel + =

t t— , etx(1+ef)—efxel _,
e,)=ce —_

dt dt 1+et e+ (1+et)? €2
t t\2 t\2 t
et + (et)? — (eh) e
=ee+ (1+et)2 e, =e el+—(1+et)2e2

. S00) = oty €
Et finalement a(t) = e'e; + (1re0) &2

FIN DU CORRIGE



